Chapitre II - MATRICES

Introduction

Dans ce chapitre, on note K =R ou C, et on 'appelle ’ensemble des scalaires.

Motivation : Remarquez que, pendant la résolution d’un systéme linéaire, pour savoir quelle opéra-
tion faire, on ne s’intéresse pas aux inconnues (x1,...,,) mais seulement aux coefficients devant chaque
inconnue.

~ Les matrices vont nous donner une présentation plus efficaces des systémes, ot on ne garde que les
coefficients et le second membre.

Des systémes aux matrices

Définition 1

Etant donné un systéme linéaire

1171 + Q1222+ A1pTp = b1
(5)4:
Ap1T1 + Qp2T2* + AppTp = by,
on appelle respectivement matrice des coefficients de (S) et matrice augmentée les tableaux de
nombres

a1 ai2 co. Q1p a1 c.. Q1p bl

nl Gp2 ... Gpp np1 - Qpp | by

On peut alors résoudre le systéme en appliquant les opérations élémentaires aux lignes de la matrice
augmentée :

1 1 -1]1 r + Yy - z =
2 3 43 2c + 3y - 4z =
1 -4 3|2

r - 4y + 3z = 2
L2<—L2—2L1,L3<—L3—L1

1 1 -1]1 x + y - z =1

0 1 -2|1 y - 22 = 1

0 -5 4|1 - by + 4z = 1
L3<—L3+5L2

1 1 =111 T + Yy - =z =

01 -21 y - 2z = 1

00 6|6 - 6z = 6



On peut faire la remontée avec ces mémes opérations :

1 1 -1/1 x + y - =z =1
01 =211 y - 2z =
0 0 -6/6 - 6z = 6
1
L3(_—6L3
1 1 -1]1 r + y - z = 1
01 -2 1 y - 2z =
00 1]-1 z = -1
L2 <—L2 +2L3,L1 <~ L1 +L3
11 0]0 r + 0y = 0
01 0f-1 y = -1
0 0 1]-1 s = -1
L1<—L1—L2
1 0] 1 x = 1
01 0]-1 y - 1
0 1]-1 s = 1

Définitions et régles de calcul

Définition 2

Une matrice A de taille n x p est un tableau de scalaires a n lignes et p colonnes :

o [ e
- : = (ai‘j’)qsién
‘ '15‘35"
Gpg - = =+ Gnp L vomixde Rosigu
P colormer 3 ce

ott a;; € K pour tous i, j.

On note M,, ,(K) I'ensemble des matrices de taille n x p a coefficients dans K.
Si n =p on note M,,(K) = M,, ,(K).

Exemple 3

A= €M2)3(R), B = EMg((C)

Définition 4

Deux matrices A et B sont égales si elles ont méme taille n x p et mémes coefficients :

Vie {1,...,71},Vj€ {1,...,p},aij Zbij.




Opérations de base

Définition 5

» Soient A, B € M,, ,(K). Leur somme C = A+ B est la matrice de taille n x p définie par
Cij = Qij + b”

» Soient A € M,, ,(K), A € K. On note AA la matrice de M,, ,(K) dont les coefficients sont Aa;j,
1<i<n,1<j5<p.

Exemple 6

A+B-=

Notation 7

Soit A e M,, ,(K).
» On note 0,, , la matrice de M,, ,(KK) dont tous les coefficients sont nuls.
» On note —A la matrice (-1) - A et on I'appelle 'opposé de A.
» On note A- B=A+(-B).

Proposition 8 (Propriétés peu surprenantes)

Soient A,B e M,, ,(K), \,peK. On a :
1. Associativité : A+ (B+C)=(A+B)+C;
2. Commutativité : A+ B=B+ A;
3. A+0pp=A, A+ (-A)=0pp;
4. Distributivité : (A + u)A =AA+ puA, A(A+ B) = AA+ \B.

Produit matriciel

L’opération de produit matriciel est un peu plus complexe : elle ne se borne pas a multiplier les

coefficients entre eux.

de

On verra toutefois que c’est en faisant comme cela qu’on peut appliquer les matrices & un grand nombre
problémes.



Etape 1 : Produit ligne-colonne

by

Soit A = (ai,...,ap) € My ,(K) et B = ( : ) € M, 1(K). On définit le produit de A par B par
bp

p
AB = (a1b1 + ...+apbp) = (Z akbk) EMl(K) ~ K.
k=1

Exemple 9
3
-1 1
A=(1 2 1 1), B=[,1, C—(2),
1
alors AB :‘ ‘, mais AC n’est pas défini.

~ Une équation linéaire est le produit d’une matrice-ligne de coefficients par une matrice-colonne
d’inconnues :

€
121 + QT2+ apTp = b = (a1 ap)~ =0
Tp

Etape 2 : Produit matrice-colonne

Soient A € M, (K),B € M, 1(K). Alors le produit AB est la matrice colonne C € M,, 1(K) dont le
coefficient sur la i-éme ligne est le produit de la i-iéme ligne de A par B :

A i C

§ %D = Cu "F)
h D) 7
[
o ' o
r
Nl
A ]3 :é CLL‘“[QR
b k=4
Exemple 10
1 -1 2
-2 3 0 1
A= 0 1 1 e My (R), B=|-1]eM;1(R)
-3 0 1 !
nous donne
AB = EMA,’]_(R).




~ Un systéme linéaire est donc représenté par le produit de la matrice des coefficients par la matrice-colonne
des inconnues :

1121+ +a1pTp = by ar ... aip\ (71 by

: — | : : =]

Ap1T1 +- + a’ﬂ/p‘rp = bn an1 e anp l‘p bn

Etape 3 : Produit matrice-matrice

Soient A e M,, ,(K),BeM, ,(K).

Le produit C' = AB est la matrice de taille n x ¢ telle que Cj; est le produit de la ¢-iéme ligne de A avec
la j-iéme colonne de B :

Canm.(’ﬁ
‘945
S s (] |
£ colome|
Y 5
o '
R 2
1 cXomen i
< .
!
— Q !
é; (-erL \3@.. f C
L P ;
QAp--- -~ iy T C’U = 4
- 4
Autrement dit, pour 1<i<n,1<j<gq
P
Cij = ailblj + ...+ aipbpj = Z aikbkj. (1)
k=1
Exemple 11
1 2 3 1 2
A=12 3 4]leM;33(R),B=|-1 1|eM;-(R).
0 0 1 1 2
Alors
AB = € ./\/137 (R)
Observation : En revanche, le produit BA n’est pas défini.

Produit matriciel et opérations sur les lignes

~ Les opérations sur les lignes d’un systéme sont représentées par des produits matriciels de la matrice
des coefficients avec certaines matrices, qu’on appelle les matrices élémentaires.



Echange de lignes : Considérons la matrice E15 € M4(R) définie par
01 00
1 0 00
E=1g 0 1 0
00 01

Alors, si on considére par exemple une matrice A € M4(R), on a

01 0 0 a; a2 a3z Qa4 b1 b2 bg b4

FioA = 0 0 0 b1 bg b3 b4 _ ay; a2 a3 Qa4
12 0 0 1 0 C1 C2 C3 C4 C1 Co C3 Cyq

0 0 0 1/\di do ds dy di dy ds dy

Tiens, au fait... Qu’est-ce que ¢a donne, AFE;5 7

Multiplication d’une ligne par a #0 : Considérons la matrice Ds(a) € M4(R) définie par

1 0 0 O

0 o 0 O

Dae)=fy ¢ 1 0

0 0 0 1

Alors, pour une matrice A € M4(R), on a

1 0 0 0 ay a2 a3 a4 al as as a4
_ 0 o 0 O b1 b2 b3 b4 _ (Xb1 Ozbg Oéb3 041)4
D2(a)A_ 0 0 1 0 C1 C2 C3 Cy4 - C1 Co C3 Cy
0 0 0 1/\d1 do ds dy di do d3 dy

Tiens, au fait... Qu’est-ce que ¢a donne, ADs(«v) ?

Ajout a une ligne de ) fois une autre : On définit T34(\) :

1 0 0 0
01 0 O
T34(>‘)_ 00 1 )\
0 0 0 1
Alors, pour une matrice A € M4(R), on a
1 0 0 O ay; a2 as a4 ajq as as d4
o1 0 oflen by by b| | B b bs dy
T34()\)A_ 0 0 1 X Cl Cy C3 C4 - Cl+)\d1 02+)\d2 03+>\d3 C4+>\d4
0 0 0 1 di do dz dy dy ds ds dy

Tiens, au fait...

~ Résoudre un systéme revient & multiplier la matrice des coefficients par des matrices élémentaires,
jusqu’a obtenir une matrice échelonnée réduite :

1 % =*... *
0 1

0 0 1 =
0 0 0 0



Piéges du produit matriciel

A En général, le produit de matrices n’est pas commutatif :
» Il se peut que AB soit défini mais pas BA.

» Il se peut que AB et BA n’aient pas la méme taille.

1 2 3 1o
Contre-exemple : Soient A = ,B=|-1 0], alors
1 1 1 0 1

AB = est de taille I:], BA= est de taille I:]

» Il se peut que AB et BA aient la méme taille mais AB # BA :

. 5 -1 11
Contre-exemple : Soient A = (2 9 ),B = (2 O)’ alors

AB , BA-=

A On peut avoir A#0,,,, B#0,, mais AB=0,, :

. 0 -1 2 1
Contre-exemple : Soient A = (0 1 ),B = (0 0), alors :

AB

A On peut avoir AB = AC mais B+ C :

Contre-exemple : Soient A = (8 _11)7 B= (4 _1), C= (2 5). Alors

AB = AC =

Proposition 12 (Ce qui se passe bien)

» Soit A e M,, ,(K), alors pour tout q €N, Ogp, - A =0gp, A-0pg = Opg-

» Associativité : Soient A e M,, ,(K),B e M, ,(K), C e M, ,(K). Alors ’ (AB)C = A(BC) ‘

> Distributivité 1 : Soient A € M, ,(K), B,C € My 4(K). Alors| A(B+C) = AB+ AC,

» Distributivité 2 : Soient B,C € M,, ,(K), A € M, ,(K). Alors ‘ (B+C)A=BA+CA ‘




La matrice identité
Définition 13

On appelle matrice identité de taille n, notée I,,, la matrice carrée

L=f - o | M (k).
0 ... 0 1

Ses coefficients sont notés ¢;; et sont donc donnés par :

lsii=j
dij = L
Osii+3

Proposition 14
Soit Ae M,, ,(K). Alors I,A=A et AI, = A.

Preuve :E]

Puissances d’une matrice carrée

Définition 15
Soit A € M,,(K). On définit les puissances successives de A par

A% =1, AFt=AF. A

1. Indication : Puisqu’on a la formule de d;;, on peut utiliser la formule du coefficient 7,j du produit matriciel : c’est

I’équation



Exemple 16

6

Soit A = (_9

4
—6)' Alors

A? =

Montrer que A¥ =0 pour tout k > 2.

Remarque 17

Comme le montre exemple précédent, on peut avoir AP =0 mais A # 0.
On dit dans ce cas que A est nilpotente.

Formule du bindéme
Proposition 18

Soient A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors

p
VpeN, (A+B)P =3 (Z)AkB”‘k
k=0

Remarque 19

A Cette formule n’est pas vraie si AB # BA :

Contre-exemple : Soient A = (_69 —46) ,B= (? 8), alors

(A+B)2 =

A+B A+B

A?+2AB+B?= +2 +

A2 AB B2




Inverse d’une matrice carrée

Définition 20

Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible s’il existe B € M,,(K) telle que AB = BA =1,,. On dit
que B est un inverse de A.

Proposition 21

Si A est inversible, son inverse est unique. On le note A™!,

Preuve : Soit A € M,,(K) une matrice inversible. Supposons qu’il existe deux matrices B et C telles que

AB=AC=1, BA=CA=I,

Montrons que B =C. Or, on a

ce

B =BI, = B(AC) = (BA)C = I,C' = C,

qu’il fallait trouver. O

Exemple 22

1. I, est inversible, d’inverse I,,.

3 -2
0 1

0630 ) 620 D))

1
2. A= (1 2) est inversible, d’inverse A~ = 3 (

0 3 ) En effet,

Remarque 23

A Toutes les matrices ne sont pas inversibles :
Déja, la matrice nulle ne I’est pas puisque pour toute matrice B € M, (K), 0-B =0 # I,,.

A 11 existe des matrices non nulles qui ne sont néanmoins pas inversibles.

Par exemple, la matrice A = (8 _11) n’est pas inversible. Si elle I’était, il existerait B = (i b)

Y Y

ce qui équivaut au systéme

telle que

=1

0

0 ~ impossible
=1

De plus si A était inversible, on aurait, pour tous B,C € M3 (R),

AB=AC = A"'AB=A"'AC=B=C
N~—— N~—
212 :Iz

et on a vu plus haut que ce n’était pas le cas.

10



Propriétés de l'inverse

Proposition 24

1. Soit A € M, (K) inversible, alors A™" est aussi inversible et | (A™*)™* = A|.

2. Soient A, B € M,,(K) inversibles, alors AB est inversible et | (AB)™ = B~ A™" |,

3. Soit A e M,,(K) inversible, alors pour tout p > 0, AP est inversible et ‘ (AP)t = (A™hHP |

4. Soient M,N ¢ M,, ,(K). Alors

» Soit C; € M,,(K) inversible, C;A=C1B = A= B.
» Soit Cy € M, (K) inversible, ACo = BCy = A= B.

Preuve :

Calcul d’inverse
Proposition 25

Soit A = (Z b) € M>(K). Alors, si ad —bc + 0, A est inversible et

d

Preuve : On calcule :

11



Cas général : méthode de Gauss
Soit A une matrice carrée inversible. On va calculer son inverse comme suit :
» On écrit la matrice identité I,, a droite de A :

a1 . A1n 1 0
Ani  * Qpn | 0 o 1

» On applique des opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice augmentée jusqu’a obtenir
1 - 0] by - bin
0 « 1|bp1 - bun

» On a alors B= A"

Les opérations élémentaires sont les mémes que pour les systémes linéaires :

» Echange de lignes L; < L;

» Pour a#0, L; < al;
> POuI‘AEKth#i, Li<—Li+)\Lj.

~ On les applique de fagon a se ramener & une matrice triangulaire dans la moitié gauche de la matrice
augmentée ( < échelonnage de systémes linéaires), puis pour “remonter”.
Remarque 26

En fait, cela revient & multiplier A par des matrices élémentaires (celles vues lorsqu’on a fait le lien entre produit
matrice-matrice et résolution de systéme), jusqu’a ce qu’on ait un truc du genre

Ty2(=2) Do (~7)Tos(5)Tus(~1) Ds(2) Ts2 (37) Ta1 (1) Tor (-4) A = T,

et alors on a
T12(-2)D2(—m)T23(5)T13(-1)D3(2)T32(37)T31(1)T21(-4) 1 =AY

Exemple 27
1 2 1
Soit A=| 4 0 -1|. Calculons A™* par cette méthode :
-1 2 2

12



Application a la résolution de systémes

Un systéme linéaire & n équations et p inconnues :

111 + 1222+ Q1pTp = by

An1T1 + An2aT2 -+ AnpTp = by
peut se réécrire sous la forme AX = B avec

ail - aip 1 b1
A= , X=|:1], B=|:

an1 -+ Qnp Tp bn

Sin=p et si A est inversible, alors ceci équivaut & X = A7 B : il y a alors une unique solution au systéme.

Vocabulaire

Définition 28
Soit A e M, (R).
» On dit que A est triangulaire supérieure si tous les éléments au-dessous de la diagonale sont nuls :
1>7=a;;=0
» On dit que A est triangulaire inférieure si tous les éléments au-dessus de la diagonale sont nuls :
i1<j=aiy=0

» On dit que A est diagonale si tous les éléments en dehors de la diagonale sont nuls : i # j = a;; =0

ain a2 - aw\ far 0 - 0 air 0 - 0
0 a2 =* : az  aze . i 0  a :
: : P : 0
0 0 Unn an1 Ann 0 0 Ann
Triangulaire sup Triangulaire inf Diagonale

Définition 29

Soit A € M,, ,(K). La transposée de A, notée ' A, est la matrice de taille p x n dont le (i,5)-iéme coefficient
est Qji-. Ainsi,

ain - aip
a a aii a1 o an1
21 o 2 t .
A=| "7 . Pl=>"A=
’ ’ A1p QAn-1,p Qnp
anl1 ** Qnp
Exemple 30
3
t
A=11 =5|, ta-
-1 2

Proposition 31

1. "(A+B)="A+'B, ‘(MA) = XA

2. (A=A

3. "(AB) = 'B"'A (vérifiez que les tailles marchent bien!)
4. Si A est inversible, ' A aussi et (*A)™' =(A™").

13



Preuve :[]

Définition 32
» Une matrice A est dite symétrique si ‘A = A.

» Une matrice A est dite antisymétrique si 'A = -A

Exemple 33

est symétrique, est antisymétrique.

Définition 34

Soit A € M,,(K) une matrice carrée. La trace de A est la somme des coefficients diagonaux de A

n
Tr(A)=a11+a22+ ...+ Gnn = Za“
i=0

Exemple 35

~
=
w o
TN ==
Ut 0 W
Lo
= o
|

-2 -4

2. Indication : Pour 1., d’aprés la définition [5] quels sont les coefficients de *A+*B? de AX'A?
Pour 3., utiliser la formule qui donne les coefficients de YA et la formule du produit matriciel .
Pour 4., en utilisant (3.), calculer *A*(A~1) et *(A71)tA.

14



Proposition 36

] Soient A, B e M,(K), AeK. On a :
1. Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B), Tr(AA) = \Tr(A)
2. Tr(*A) = Tr(A)
3. Tr(AB) =Tr(BA)

Preuve :E|

Petit exercice : Calculer la transposée et la trace des matrices croisées dans ce chapitre (quand elles existent !)

3. Indication : Pour 3., utiliser la formule qui donne (AB);;, pour obtenir les (AB);.
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