Chapitre VI - REPRESENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINEAIRES

Introduction

Dans ce chapitre, devinez quoi, on va noter K = R ou C l’ensemble des scalaires, et F,F deux
K-espaces vectoriels de dimension finie sur K. On notera dim F = p et dim F' = n.

Dans les précédents chapitres, on a vu que dans un e.v. E' de dimension finie n, il existe toutes des
bases, qui sont toutes de cardinal n.

Si on choisit une base Z de E, chaque vecteur de E peut étre représenté par un unique n-uplet de
coordonnées scalaires : les coordonnées du vecteur dans la base %.

Dans ce chapitre, a ’aide de cette idée, on verra :
» Comment représenter un vecteur de E par une matrice-colonne;
» Comment représenter une application linéaire £ — F' par une madtrice;
» En quoi ¢a aide?
Des bases aux matrices
Vecteurs et matrices-colonnes : On fixe pour la suite :
A = (e1,...,ep) une base de E, B’ = (fi,...,f,) une base de F

~ Pour chaque x € F, il existe donc un unique p-uplet (z1...,2,) € KP tel que z =z1e1 + ...+ zpep. On
peut donc lui associer un vecteur-colonne, que I’on notera

T
[z]z =] ¢ | € Mpa(K)
Lp
~ De méme, pour y € F', il existe un unique (y1,...,yn) € K" tel que y =y1f1 + ...+ ynfn. On associe a
y le vecteur-colonne
Y1
[yle =| i | € Mn1(K)
Yn

Exemple 1

Considérons dans R? la base canonique % = (e, ea,€3).
Alors, le vecteur u = (1,2,/7) € R? se décompose dans la base %, en

u=1-e1+2-e9+/7 €3

donc on lui associe le vecteur colonne

1
[u]%o =1 2 |« M3,1(R)

NG




et plus généralement, a chaque u = (z,v, z) € R® on associe

[u]z, = e M31(R)

...Dans R® muni de la base canonique, il faut reconnaitre que ce n’est pas trés impressionnant !

Exemple 2 (Moins trivial)

» Considérons I'espace vectoriel Ro[ X ] muni de sa base canonique %g,[x] = (1, X, X?).
Soit P € Ro[X], alors il existe a,b,c € R tels que P = aX? +bX +c.
~Les coordonnées de P dans la base %y, [x] sont (c,b,a) : on Iui associe la matrice-colonne

C
[Pla,x; = | 0| € M31(R)

a

Ainsi, si P =X%-1,Po=1+X et P3=X?+ X +1

-1
[P1]ﬂR2[X] =10 7|:P2]93]R2[X] = 7[P3]33R2[X] - (1)
1

» Considérons, dans I'espace vectoriel RN des suties réelles, le sous espace vectoriel
F={(up)p ¢ RY = +2u, )} c RY
= 1Un)n s Un+2 = Un+1 Unp,

Alors on peut montrerm que ((-1)")n, (2™), € F et que toute suite (uy)n € F' est combinaison
linéaire de ces deux-la :

(Un)n €eF — 3Ja,beR t.q. uy = a(—l)” + 9"

~ Les suites vy, = ((-1)"),, et w, = (2"),, forment une famille génératrice de F, et puisqu’elles
ne sont pas colinéaires, c’est une famille libre. Donc ((vy,)n, (wy )y, ) est une base de F.

Dans la base Br = ((vn)n, (wn)n) de F, les coordonnées de (uy), sont (a,b) : on lui associe

la matrice colonne
a

[(Un)n]%p = (b) € M271(R)

Avantage : On peut facilement traduire les problémes d’algébre linéaire en systémes.



Exemple 3 (Application)

Montrons que (Py, Py, P3) est une base de Ro[X], ou
P=X?-1,P=1+X,P;=X?+X+1

Soient A1, A2, A3 tels que A1 P1 + Ao P> + A3 P3 = Og,[x]- En utilisant , ceci se réécrit :

Matrice d’une application linéaire

On a vu au chapitre 5 qu’a toute matrice A € M,, ,(K), on peut associer une application linéaire

Py :KP - K"
X AX

~ On va voir que réciproquement, & toute application linéaire entre espaces vectoriels de dimension
finie, on peut associer une matrice.

Soit f € L(E, F). Rappelons qu’on a fixé
%A = (e1,...,ep) une base de E, B’ = (fi,..., f,) une base de F

On a vu au chapitre 5 que si on connait f(e1),..., f(ep), on peut en déduire f(x) pour tout x.

Or, pour j € {1,...,p}, f(e;) € F', donc il existe des scalaires ay j,...,an; tels que

flej)=arjfi+. ... +an;fn

En somme :
» Pour connaitre f(z) pour tout z, il suffit de connaitre f(e1),..., f(ep);
» Pour connaitre f(e;), il suffit de connaitre ses coordonnées (ay j,...,a, ;) dans la base %’

~ Donc pour “connaitre” f, il suffit de connaitre (a; j)1<i<n,1<j<p-

Ca a une téte de matrice!
~ On en déduit la définition suivante :



Définition 4

La matrice de f dans les bases % et %' est la matrice (a; ;) de M, ,(K) dont la j-iéme colonne
est donnée par les coordonnées de f(e;) dans la base %'. On la note :

[f(e1)]m ... [f(ep)la

1 ai atp
[flza = : :
In anl ce- Qnp

Si f € L(FE) est un endomorphisme, on choisit généralement la méme base % sur E au départ et a
Parrivée.
~ On note alors la matrice de f dans cette base [ f]z.

Remarque 5

» La matrice de f est de taille dim F' x dim E.

» A La matrice de f dépend des bases choisies sur E et F : si on les change, on n’obtient pas
les mémes coeflicients.

Exemple 6

Considérons f: (z,y,2z) e R3 = (2z +y,y + 2) e R2.

1. On considére les bases canoniques %o = (e1,e2,e3) sur R® et Bl = (f1, f2) sur R? :

1 0 0 1 0
0 0 1

Alors on a :

f(e1) = =| - i+ - fo
fle2) = = | | f1+] | f
f(es) = T Y

Donc la matrice de f dans les bases A, et %, est

(£ 0.2, = ( )

2. On considére maintenant les bases %, = (€1, é2,€3) sur R et B = (fl, fg) sur R? données par :

1 1 0 3 1\ - 1
Fr=|e1=|1],e2=]0],e3=]1 ,c@{=(f1=(0)7f2=(1))
0 1 1

Alors




Entrainement 7

3. Calculons [f]z, %, :

4. Calculons [f]z, @, :

|

Donc la matrice de f dans les bases %, et % est

Donc la matrice de f dans les bases % et % est

f(&r) = o |- fi+]| |- fo

f(é2) = o |- fi+ |- f

f(és) = =| | f1+] - f2
[f]%,%‘;:( )

f(er) = o I 2 I

[f(ez) = | | f1+] |- fo

f(es) = o |- fi+] |- fo
[f]%’o,ﬂ;( )

f(ér) = =| |- f1 +] |- fo

f(@) = o I e I

f(és) = S e Y

Donc la matrice de f dans les bases %, et % est

[f1z 2, = (



Exemple 8

1. Soit E = Ry[X], alors on a vu que %y = (1, X, X?) est une base de E. On considére I'application
de dérivation :
D:PeRy[X]m P eRy[X]

Alors

D(l):y—:y - 1+4] | X +] . x?
D(X) = =| |- 1+] - x+[ ]x?

D(XQ)Z—‘:’ |- 1+] |- X +] . x2

Donc la matrice de I’endomorphismeE] D dans la base %, est

[D]@o =

2. Condidérons cette fois la base %, = (P, Py, P3), ot

P=X?-1,P=1+X,P3=X2+X+1

Alors
D(Py) = = Py +| |- Py +| | P
D(P,) = = Py +| |- Py +| |- P
D(Ps) = = Py +]| |- Py +| |- P

Donc la matrice de D dans la base %, est

[D]%l =

Matrice de 'application Idg : Considérons 'application identité Idg : x € E — z € E. Soit 4 =
(e1,...,ep) n’importe quelle base de E. Alors

Idp(ej)=ej=0-e1+...+1-ej+...+0-¢,

donc
0 10 ...0
) . 01
(lde(ej)]z=|1]<J et [ldplzs=]. =1
0 0 1



Opérations sur les matrices

Proposition 9 (Image d’un vecteur par une application linéaire)

Soit f e L(E,F) et ,%' des bases de E et F respectivement. Pour x € E, y € F', on note

A= [f]f@,t%”a X = ['x]%v Y = [y]@’

Alors ’y:f(x) — Y:AX‘

Preuve :

Exemple 10

Soient f : (z,y,2) e R® » 2z +y,y+2) e R? et u = (1,1,1) € R3. On a vu que dans les bases
canoniques %y de R3 et %} de R?,

[f1zo.2, = , [ulz, =

Alors f(u) =(3,2) et on a bien

[f10,2 [u] 2, = = ( ) = [f(w)]a-

...A nouveau, dans R"™ muni de la base canonique, ce n’est pas trés impressionnant.



Exemple 11 (Application : noyau d’une application linéaire)

Reprenons application de dérivation dans Ro[X], notée D. Pour tout P = aX?+bX +c € Ro[X],

PeKer(D) <= D(P) =0g,[x]
< [D(P)]z, =031
< [D],[Plz, =031

Or on a vu que
[D]%o = v[P]t%’o =

donc

0
PeKer(D) < = (O)
0

<=>{
<~ a=b=0 << P=c

Donc le noyau de D est 'ensemble des polynémes constants (bon, on s’en doutait!)

Entrainement 12

On a vu que la matrice de D dans la base $; = (P1, Py, P3) est

[D]%H =

Soit P(X) =2X2+3X +2eRy[X]. Alors, d’une part

D(P)=P'(X)= =L |m+[ |m+[ | P

et d’autre part

[D(P)]z, =[D]z,[Pls, = =

~ Est-ce cohérent 7




Proposition 13 (Opérations sur les matrices)
Soient f,ge L(E,F) et A € K. On se donne une base & de E et une base #' de F. Alors :

» [f+9lze = [flae +9]as

» (Mlaz = A flzu

Preuve :E]

Corollaire 14

L’application Mg g : f € L(E,F) v [ flz.2 € Mnp(K) est un isomorphisme linéaire.

Preuve :

» Montrons que Mg 4 une application linéaire :

» Montrons que Mgz 4 est injective :

3. Indications : 11 s’agit donc de trouver les coordonnées d’une part de (f +g)(e1),...,(f + g)(ep) et d’autre part de
(Af)(e1),...,(Af)(ep) dans la base &'



» Montrons que Mgz g est surjective :

~ Mg g est une application linéaire bijective, donc c’est un isomorphisme. O
Remarque 15

En particulier, dim L(E, F') = np.
(Pourquoi, au fait ?)

Théoréme 16 (Produit matriciel et composée)

Soit G un troisiéme e.v. Soient % une base de E, %' une base de F', %" une base de G. Soient
feLl(E,F), ge L(F,G). Alors

[9° flam = 9]z .2 [flam.

Preuve : On note # = (e1,...,ep), B =(f1,....fn), B =(91,...,94) €t
aip aiz ... Gip b11 bln

A= [f]g&g'Z s B = [g]gg170 "= : s C= [gof]ggva " Z(Cij)
an1 Qp2 ... anp bql Ce bqn

~ On veut montrer que pour tous 1 <i<q,1<j<p,
n
cij = (BA)ij = ) bikax;
k=1

Calculons la j-éme colonne de C our trouver ¢;;. On a d’une part

gofle)=_____ Gt 9q
et d’autre part
gof(ej)=9(f(ej))=9g(_____ it fn)
= _____ g(fi)+...+_____ 9(fn)
= (. a+...+_ gg)+ ...+ (. a+...+_ 9q)
=(__ oo+ Ygr+...+( oo+ )94



Par unicité des coordonnées de go f(e;) dans la base %", on a donc, pour i€ {1,...,q} et j € {1,...,p},

Cij =

Corollaire 17

Soit f € L(E) un endomorphisme. On note

f¥=fo-ofeL(E)

[ —
k fois
Soit A=[f]z, alors
[f*]z = A
Exemple 18
Soient

fi(zy,2)eR¥m 2z +y,y+2)eR% g:(a,b)eR?> - (a+b,a—-b)cR?

Dans les bases canoniques %y de R3 et %, de R?,

[f)0,, = L9l =

On a, d’une part, pour tout (z,y,z) € R3,

gof(w,y,2)=9(___ )= o )

donc

Et, d’autre part,

[f)20,2 (9], = -

Proposition 19 (Matrice d’un isomorphisme)

Supposons que dim E = dim F'. Soient B, %" des bases de E et F respectivement. Soit f € L(E,F)
et A=[flg.z € Mp(R). Alors

1. f est un isomorphisme ssi A est inversible.

2. Si f est un isomorphisme, alors [f 'z 5 =A"" = [f1} -

11



Preuve : Pour 1., on procéde par double implication.

Supposons que f est bijective. Alors f~! : F — E existe et est linéaire. Notons B = [f‘l],%,ﬁ.
Alors : donc A est inversible, d’inverse B = [f '] 4 (ce qui, dans la foulée, prouve 2.)

Supposons que A =[f]z.4 est inversible. Notons B = A™!.

On a vu plus haut que 'application
Moz 9€ L(FE) v~ [gla,s e Mn(R)

est . Il existe donc g : F' - FE linéaire telle que

Montrons que g = 1. On a
(90 flz =

donc, par injectivité de 'application Mg 5, on a

On obtient de méme fog=1Idp. On en déduit que f est bijective : ¢’est donc un isomorphisme, et

[f oz =19]lez=A"

Changement de base

On a vu que les coordonnées d'un vecteur x dans une base %, que l'on a notées [x]4, ainsi que la
matrice [ f]z 4 d’une application linéaire f, dépendent des bases considérées & sur E et %' sur F.

Question : Si l'on choisit des bases différentes %) sur E et % sur F, peut-on déterminer [x]gp, a partir
de [z]x et [f]z, » & partir de [flz 27
Revenons dans R? et prenons une base non canonique, par exemple
% = (el =(1,1,0),e5 = (1,0,1),e5 = (0,1,1))
On a vu que le vecteur u = (1,2,/7) est associé, via la base canonique, & la matrice colonne

1
[U]%o =| 2

VT
Cependant, la matrice colonne correspondant & u dans la base %7 ne sera pas la méme!

~ Y a-t-il un procédé qui permette de déduire directement [u]g, du vecteur colonne [u]g, ?

12



Définition 20 (Matrice de passage)

Soient %o = (e1,...,ep), %1 = (e1,...,e,) deux bases de E. On appelle matrice de passage de %
vers X1, notée Py, »,, la matrice de M, (K) dont la j-éme colonne est donnée par les coordoonnées
de e;» dans Ia base %,.

Proposition 21

Pz, 5, est la matrice de Idg : E — E dans les bases %, au départ et %, a l'arrivée :

Pﬂo,.@l = [IdE]:%h«%O

Preuve : Par définition de la représentation matricielle, la j-iéme colonne de [Idg]z, 4, est donnée
par :

ce qui correspond a la j-iéme colonne de Py, .
Exemple 22

Dans R?, on considére la base canonique %} = (f1, f2) et la base

)

Alors
P2 =
D’autre part,
Py S iy T
et
Pt a1 =

13



Exemple 23

Considérons dans R? la base canonique %y = (eq, ez, e3) et la base %, donnée par

e fhf)

Alors
€1 = | e1+]| | €2 +| | e3
ey = ‘61 +’ ‘62 +’ ‘63 donc Py, 5, =
€3 = | e1+] | €2+ | es

Réciproquement, on a

e1=’ \e'l+] \6’2_’ e
€2 :’ ‘6,1—’ ‘6/2+’ ‘eg donc Py, 5, =
es = | | ef +]| | b +| e}

Proposition 24
Soient Ay, %1, P> trois bases sur E. Alors

» Py, #, est inversible, et P{%’% = Py, %,

> Pgy2, = Pay 2, P,

Preuve :

14



Proposition 25 (Changement de base pour les vecteurs)

Soient %o = (e1,...,¢ep), $B1 = (e}, ...e,) deux bases de E. Soit x € E, alors il existe des coordonnées
P P
T1,...,Tp et p,. .., 7, telles que x = Y xjej = Zx;e; On note
j:]_ ]:]_
T l"l
. !
X=[z]g =i |, X =[z]a = :
Tp T,
Alors
X = Py 5 X' |

Preuve :

Exemple 26

Reprenons notre exemple du début : considérons la base
P = (€] =(1,1,0),eh = (1,0,1),e5 = (0,1,1))

et le vecteur u = (1,2,/m). Alors

P%he%o = et [U]%’o =

donc on a

(u]z, = Pg, 2,[u]z, = =

et on vérifie bien que

33—/ Tm—1 T+1
u = 2\/_f1+\/_2 f2+\/_2

f3

15



Proposition 27 (Changement de base pour les applications linéaires)
Soit f € L(E,F), By, % deux bases de E, B, #, deux bases de F. On note

A= [f]e%(),,%(’)a B= [f]%l,x%iu P= R@o,,%p Q = P%’('),%i

Alors on a

1 .
B=Q AP| ie [flz @ = Pa 2 flz,2,Ps02

Preuve : On écrit f: (E, %) - (F,%]) comme la composée

A 4
(Eﬂ‘%l) Idy (EV%O) 7 (Fﬂ@[)) Idy (FV@la)

ce qui, en matrices, donne

Exemple 28

On a vu que la matrice de I'application f: (z,y,2) e R® = (2 + 1,y + 2) e R? est

A= (g 1 (1]) dans les base canoniques By et %),
B= (? i _21) dans les bases %, et B,

On a aussi calculé

On vérifie bien

Corollaire 29

Soit f € L(E) un endormorphisme, 9By, %1 deux bases de E.
On note A = [f]go, B-= [f]_@l, P =Py, » Alors

16



Définition 30 (Matrices semblables)

Soient A, B € M,,(K) deux matrices carrées. On dit que B est semblable a A s’il existe une matrice
inversible P telle que B = P"1AP.

Proposition 31

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme endormorphisme dans
deux bases différentes.

17



