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TD4 : FAMILLES LIBRES ET GENERATRICES, BASES

Questions de cours

e Soit E un espace vectoriel de dimension n, {vy,...,v,} une famille p vecteurs. Que peut-
on dire de cette famille sip >n? Et sip <n?

e Soit E un e.v. de dimension n et B = {ey,...,e,} une base de E. Donner les coordonnées
de u =e1 + e + ... + e, dans la base B.

Familles libres et génératrices dans un e.v.

Exercice 1 On considére le R-espace vectoriel E = R3 et u; = (0,0,1), uz = (0,1,1), ug =
(1,1,1) et ug = (1,2,1). Les familles suivantes sont-elles libres 7 Génératrices ?

{u1,ug, us, us}, {us, 2uz — ua, us},
{ulau27u3}7 {u17u4}

Exercice 2 Soit E un R-espace vectoriel et (ej,es,e3,e4) une famille libre. Les familles sui-
vantes sont-elles libres ?

{e1,2e2,e3}, {2e1 + e2,e1 — 3ea, 4,69 —e1},
{e1,2e1 + eq,eq}, {3e1 + e3,e3,e2 + €3}
Exercice 3 A quelle condition sur les parameétres a,b € R les familles de vecteurs suivantes
sont-elles des bases de R??
e (1,1,1),(0,a,1) et (0,0,0) .
e (a,a,b),(a,b,a) et (b,a,a).

Base d’un sous-espace vectoriel
Exercice 4 Dans E = R? on consideére les sous espaces vectoriels
F={(z,y,2) €R® |z +y+2=0} et G= Vect{us,uz,uz}

onwu; = (1,-1,2), ug = (1,1,-1) et uz = (4,2, —1).
1. Donner une base de F'.
2. Donner une base de G.
3. Donner une base de F N G.

Exercice 5 Pour chacun des sous-espaces vectoriels de R3 ci-dessous, donner une base et
déterminer un supplémentaire.

e I} = Vect(u,v) ot u = (1,1,0) et v = (2,1,1).
e Fy = Vect(u,v,w) ot u = (—1,1,0),v = (2,0,1) et w = (1,1,1).
o F3={(x,y,2) € R® x —2y+ 32 =0}

Indication : Utiliser le théoreme de la base incomplete.



Exercices complémentaires

Exercice 6  Soit F = Ra[X] le R - espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a 2. Soit
F={PeE|X*P"-2P=0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer une base de F.

3. Déterminer un supplémentaire de F' dans F.

Exercice 7 (%) Soient a1, as,as trois réels distincts deux a deux. On définit les polyndémes
suivant dans R?[X] :

1 (X) = (X—CLQ)(X—(IS)’ o(X) =

(a1 —az)(a1 — as)

(X — al)(X — ag)

(az —a1)(az — as)

(X — al)(X — CLQ)
(a3 —a1)(az — az)

, ¢3(X) =

1. Calculer ¢;(a;) pour i,j € [1,3].
2. Montrer que la famille (¢1, g2, ¢3) est génératrice. Pourquoi est-ce une base de R?[X]?

3. Calculer les coordonnées de 1, X et X2 dans cette base.

Exercice 8 (%) Soit n € N* et a, b deux réels distincts. tel que a # b.

1. Montrer que la famille B = ((X - a)k)0<k<2 est une base de R, [X].

2. Déterminer les coordonnées de (X — b)" dans la base B.
Indication : (X —b)" = (X —a) + (a —b))™

Exercice 9 (%) Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que pour tout
n € N*, la famille {z — sin(kz), k = 1,...,n} est libre.

Exercice 10 Soit £ = R, [X] avec n > 2. Soit F' ’ensemble des polynoémes P de E tels que
P(1)=P'(1)=0.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2. Montrer que P € F si et seulement si (X — 1)? divise P.

3. Donner une base de F' et déterminer sa dimension.
Exercice 11 (x) On considére E le R - espace vectoriel des suites réelles. Soit
F ={u= (up)neny € F | Vn € Nyupi2 — 3upi1 + 2u, = 0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE.
Soit u = (up)nen € F et v = (vp)nen+ définie par Vn € N*| v, = up, — 2up—1.

Exprimer pour tout n > 1, v, en fonction de n, ug et uy.

=W b

En déduire qu’il existe deux suites a = (an)nen €t b = (by)nen deux suites de F' telles
que

Vu = (up)neny € F,  Ja, B € R telle que Vn € N, u,, = aa, + Sby,.
5. Montrer que {(an)n, (bn)n} est une famille libre.

6. En déduire la dimension de F'.



