Valeurs d’adhérence et partitions de N

Proposition 1. Soit (a,), € RY une suite réelle. On suppose qu'’il existe £, # ¢; deux réels tels que

Alors I'ensemble des valeurs d’adhérence de (ay,)n est Adh((an)n) = {€p, ¢}

Preuve. On procéde par double inclusion.

C’est le sens "facile" : (agp)n, est une sous-suite de (a,, ), qui converge vers ¢,, donc £, € Adh((an)n).
De méme, ¢; € Adh((an)n) puisque c’est la limite de la sous-suite (ag2p+1)n-

Soit ¢ une valeur d’adhérence de (a,,),. Il s’agit de montrer que ¢ = ¢, ou £ = ¢;.

Puisque ¢ € Adh((an)n), il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que a,,) — £.
Considérons I'ensemble ¢(N) = {¢(n),n € N}. Il y a trois cas possibles :

1. Soit, a partir d’un certain rang, tous les éléments de ¢(N) sont pairs :
N e N\Vn > N, 3k, € N,p(n) = 2k,

Remarquons qu’alors, puisque ¢ est strictement croissante, ’application n € N — k,, est également
strictement croissante.
En conséquence, & partir du rang N, a,(n) = azk,, donc (ay(n))n est une sous-suite de (azn),. On en
déduit que £ = limay,,) = limag, = £).
2. Soit, & partir d’un certain rang, tous les éléments de ¢(N) sont impairs :
dN e NNVn > N, 3k, € N,p(n) = 2k, + 1
Remarquons qu’alors, puisque ¢ est strictement croissante, 'application n € N — k,, est également
strictement croissante.
Comme précédemment, dans ce cas, (ay(,))n est une sous-suite de (azn41), & partir du rang N. On
en déduit que £ = lima,(,) = limag, 41 = £;.
3. Soit ¢(N) contient une infinité de pairs et d’impairs :
VN € N,3p > N,3q > N, ¢(p) pair et ¢(q) impair. (%)

Montrons que ce cas aboutit & une contradiction. On sait que £, # ¢; donc € = %|¢; — £,| > 0. Alors :

o (a2n)n — ¢, donc il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, |az, — £p| < €.
e (agn+1)n — ¢, donc il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, |agn41 — 4] < e.

® a, () converge, donc est de Cauchy : il existe Ny € N tel que pour tous p,q > Na, |ay(p) —ap(q)| <
€.



En utilisant avec N = max(2Ny, 2N; + 1, N3), on obtient qu’il existe p,q > N et i,j € N tels que
©(p) = 2i et p(q) =25 + 1. Comme @ est strictement croissante, on a de plus

¢(p) > p > N > 2N, donc i > N
>q>N2>2N; +1doncj>N;

d’ou
|app) — ol = lazi — €p| <€ et fayq) — b <e

On en déduit que
by = il <lag) = bl + lapw) = too)| + lag) = bil <3¢ =16, =4l

ce qui est contradictoire. O

Plus généralement, on peut montrer de la méme fagon :

Proposition 2. Soit (a,), € RY une suite réelle. On suppose qu'il existe /1, ..., ¢ k réels tous distincts
et v1,...,¥, : N — N k applications strictement croissantes tels que

V] € Hl,k]], Qap; (n) m)@j

On suppose de plus que les ensembles 1)1 (N), ..., 15 (N) forment une partition de N.
Alors ’ensemble des valeurs d’adhérence de (ay,), est Adh((an)n) = {l1,. .., 0}



